Optimierung als Ziel

2-Liter-Pokal Silberverbrauch
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Wirtschaftsfunktionen
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Wasser in der Muhle Q
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Im kegelformigen Dach einer Muhle soll ein zylindrischer
Wasserbehalter mit moglichst grof3em Volumen eingebaut
werden.
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Optimierung

durch die Suche nach Extrempunkten
auf den Graphen von Funktionen

....das ist das Einfachste

Das ist aber langst nicht Alles.
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Lineare Optimierung

Kindergarten-Spielzeug

20 €
S0€ . Kosten je Kugel
Kosten je Wrfel

L Hochstens 6
Hochstens 10 y<=6
x<=10
x+y<=12 H@chstens 12 Gerate
Onkel Dagobert sponsert Spielgerate zu den angegeben

Bedingungen. Was sollte man bestellen, wenn die Kosten
moglichst hoch sein sollen.
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Llneare Optlmlerung
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Llneare Optlmlerung
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Lineare Optlmlerung

e —— . Zu jeder Bedingung
; S I A gehort eine Randgerade
\ Bk 2. Das Planungsgebiet
: enthalt alle zulassigen
Wertepaare
RN 3. Zujedem Wert der zu optimierenden
BRNNS e Grofie K gibt es eine ,Zielgerade*
| \Wm (rot)

(=] — ] W Lol (9] 0),"\] (o] [{e]

; ERONENE

4. Eine davon bestimmt man, indem man ein Wertepaar des
I-’IB.HUHQSQEDIE[ES einsetzt. Man zeichnet diese Gerade ein.

5. Diese Zielgerade bewegt man mit Parallelverschiebung auf einen

aufllersten Punkt des Planungsgebietes

Dieser Punkt ist der gesuchte optimale Punkt.

Sonderfall: Die Zielgerade liegt auf einer Randgeraden. Dann

sind alle ihre Punkte Losungen, die auch Rand des >
Planungsgebietes sind.

~N o
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10.1.1 Ein Problem der Produktionsplanung

Zwei verschiedene Kunststoffprodukte I, II werden aus (in beliebiger Menge verfiigbarem) Rohgranulat

‘hergestellt. Drei Vorginge bestimmen die Produktion: Warmpressen, Spritzguss und Verpackung. Pro-

dukt I entsteht durch Warmpressen des Granulates, Produkt IT entsteht durch Spritzguss des Granula-
tes. Beide Produkte werden anschliefSend fiir den Versand verpackt.

Die Fertigungsstelle ,, Pressen® steht pro Tag fiir hochstens 10 h zur Verfiigung, pro t des Produktes I wird
1 hbenotigt. Die entsprechenden Daten fiir die Fertigungsstelle, Spritzguss“lauten: 6 h/Tag und 1 h/t. In
der Verpackungsabteilung stehen vier Arbeitskrifte mit jeweils taglich maximal 8 Arbeitsstunden zur
Verfiigung. Pro t von Produkt I werden 2 h, pro t von Produkt II werden 4 h in der Verpackungsabteilung
bengtigt. Durch den (gesicherten) Absatz aller produzierten Kunststoffprodukte erzielt die Unterneh-
ung die Stiickdeckungsbeitrage: 30 €/t fiir Produkt I, 20 €/t fiir Produkt II.

In welcher Mengenkombination soll die Un- Tab. 10.1.1 | Prod. Prod. 11 | max. Tageska-
ternehmung die beiden Produkte herstellen, pazitat

dﬂmlt sie den gesamten taglichen Deckungs- Pressen 1 h/t - 10 h
beitrag maximiert? Spritzen i 1 W/t .

Tabelle 10.1.1 gibt eine Ubersicht tber die Packen | 2 h/t 4 b/t 32k
ellbedingungen(Produktionskoeffizien-
ten, Kapazitaten, Deckungsbeitrage (DB)). DB 30 €/t | 20 €/t JJ, \L

1

Statt Lineare Optimierung ebenfalls gebrauchlich: Lineare Planungsrechnung oder Lineare Programmierung.
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Optimierung als Ziel
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Lineare Optlmlerung
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Llneare Optlmlerung
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Llneare Optimierun

9

Backer ( Sydsaeter S. 719 ff)
x=Anzahl der AnnaKuchen in Dutzend( 1 dz=12 Stlick)
y=Anzahl der BertaKuchen in dz
\ [5,22.5)Zutaten-Angaben in kg
N\ Gewinn Anna 20 €/dz Berta 30 €/dz
gew =775,
[ I I | IIJI 11
500. 1000,
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18.1.3.1 Simplextableau Oronsles n

Mit dem Simplezverfahren wird eine Folge von Eckpunkten des zuldssigen Bereiches mit wachsenden
Zielfunktionswerten ermittelt. Der le-vlganrr zu einer neuen Ecke wird vollzogen. indem eine zur gege-
benen Ecke gehérende Normalform zu einer Normalform der neuen Ecke ningewandelt wird. Zur iiber-
sichtlichen Darstellung dieses Vorganges sowie zur Formalisie l'mlg der rechentechnischen Umsetzung
wird eine als bekannt vorausgesetzte Normalform (18.8a.b) in das 81111]_}1(‘}{.1 ableau (Schema 18.2a,
18.2b) eingetragen:

Schema 18.2a Schema 18.2b
1 """ Sn-m | oder kiirzer N
Lp—m41|A11 """ Al n—m bl Xp AN L)
: € |—Co
L i1 """ Yynn—m -
f'l e l.'_:”__ e _C[']

Die k—te Zeile des Tableaus ist zu lesen als

Tp—mk T Op1ZL 0+ Qe Lpm = by (18.14a)

Fiir die Zielfunktion gilt

1Ty + - F CmTp—m = f{E} — Cp- (181'“]}

Aus dem Simplextableau wird die Ecke (X5, X5) = (0,b) abgelesen. Gleichzeitig ist der Zielfunktions-
wert dieser Ecke durch f(x) = ¢y bestimmt.

Auf jedes Tableau trifft genau einer der drei Fille zu:

a)c; < 0,5 =1,...,n —m: Das Tablean ist optimal. Der Punkt (xy.Xx5) = (0,b) ist der Maximal-

punkt. 23

b) Fiir mindestens ein j g;ili‘ c‘J Juu(l a;; < 0,i=1,...,m: Das lincare Optimierungsproblem besitzt
Tl o T Peeecee A Al P Tkl e e TR nldannn o sswm s liinman A an VAT awb o svmibvanaliwialet seeiinlot



G.Opfer

7 Lineare Optimierung

Basisvektoren gibt, ist es naheliegend bei der Suche nach Losungen, nur Basig.
vektoren zuzulassen. Von George Dantzig stammt ein Verfahren (ca. 1951), ayg
einem gegebenen Basisvektor x(® einen neuen Basisvektor x*) zu konstruieren,
fiir den ¢Tx()) < ¢"x( gilt und bei dem sich die beiden Basisindexmengen nyy
um ein Element unterscheiden.

Das Auffinden eines Basisvektors am Anfang der Rechnung kann durch Lésen
eines Hilfsproblems erfolgen. Das besprechen wir im nichsten Abschnitt.

Mita?, j = 1,2,...,n bezeichnen wir nach wie vor die Spalten von A. Sej
Sei x(9) ein Basisvektor mit Basisindexmenge I und X irgendein zuldssiger Vek-

tor. Wie konnen wir die Zielfunktionswerte ¢ und c"x?) vergleichen? Jeder

der Spaltenvektoren a’ von A lit sich eindeutig als Linearkombination

(7.3) al =Y dya', j=12,....,n
iel

der Spaltenvektoren aus der Basis darstellen. Fiir j € I ist daher insbesondere?

1 firi =y,
a4 dij = 0ij := {D sonst,

Da sowohl x(®) als auch X zuldssig sind, gilt:

SaPai=b=) 70 =3 7 (Y dya’) =} (3_dy7;)a"
=1 =

el =1 icl iel j=1

Da die a*, i € I linear unabhingig sind, ist die Darstellung von b eindeutig. also:

g
firallei € 7: o = Y dy7; =y dyT; +p_diT -

Jj=1 Jjel i3
Alsogiltfirie I: 2 = T + Y diZ;
igl
oder T = z?’) - Zdijfj .
Il

2Die hier in (7.4) eingefiihrte GroBe d;; heiBt auch Kronecker-Symbol.

! 3 Das Simplexverfahren 207

Fﬂf den Zielfunktionswert c¢'x gilt dann:

n
'x IZCjEj = Zcifi +ZCJ:EJ‘
=1

iel igl
= Z ci(.%'go) - ZdWEJ) + ZC_;;T?'
iel J€l el
= Zciﬂfgo) + ZE]' (CJ‘ - Zdi_jcz')
iel jel il
= % + ij (¢j — Zdijc,:).
igl el
Wir setzen
(1.6) oj:= Zd,:jc,: und tji=c¢;—o; firalle j= 1,2,...,n.

iel
‘Satz 7.6. a) Genau dann ist ¢'X < c™x(©, wenn 3o, t;7; < 0.b)Isti; >0
fiir alle j & I, so ist x(*) Losung von (7.2).
Beweis: a) folgt direkt aus (7.5) in der Form ¢'X = Tx(© + 3y tiT5 D)
 Unter den getroffenen Voraussetzungen ist 3~ ;o t;75 = 0, also cTx > ¢"x(®
fiir jedes zulassige X . Also ist x(*) Losung. d
‘ Ist also x‘9 keine Losung, so existiert ein 7 ¢ I'mitt, <0.
" Satz7.7. Existiere ein Index 7 ¢ I mit £, < 0. a) Fiir jedes § € R1ost x(5) € R*
 mit
xg_o) —6dj, firjel,
- (1.7) z;j(6) =4 & firj =r,
0 sonst,

das Gleichungssystem Ax(8) = bund ¢'x(d) = Tx(© 4+ 5¢,..b) Ist dipr < 0 fiir
alle i € I, so hat die Aufgabe (7.2) keine Losung.

Beweis: a) Dic j-te Spalte von A bezeichnen wir wieder mital, j =1,2,...,n
Dann ist
n n
Ax(d) = S z;(0)al =) w;(d)al +6a" = Y (@ - ddjr)al + o
j=1 jerl jer
= Ax? +4(a" - Zdjraj) = AxY =b.
el
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: llc_ineare Optimierung

-1 -1 1 }
AZ'Ay=1|-1 2 0]. Az'b=|; (18.11h)
5 O -3 -
g
Ly Ty Iy
Es ergibt sich das System
ry + x9 + I3 — X4 = 1
—I — T3+ T4+ Ty =1 (18.12)
—Iy + 2.1"3 + Lg - 2 '
dT + 913 — J1y + x7 = 5

Aus f(x) = 2z + 3z9 + day erhiilt man durch Subtraktion der mit 3 multiplizierten ersten Nebenbe-
dingung eine auf Nichtbasisvariablen mmgerechnete Zielfunktion

F(x) = —a) + a3 + 324 + 3. [/VW/(L W gws/mé (18.13)

..... aha, das kommt also fur manche von Ihnen Mathe WiWi 2,
Allerdings: Verstehen ist wichtig, rechnen tut der Computer.

r Welch ein Gluck! N
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