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Numerics
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Numerik

* Numerik bewaltigt vieles in den Anwendungen
¢ Fallen und FuRangeln in der Numerik

*\Was man exakt nicht schafft, das macht man
mit Numerik

* Hauptsache, man hat wenigstens Zahlen ‘raus
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Numerics

« In a lot of applications can be managed with
numerics.

« Pitfalls and mantraps in the numerics.

» What you cannot do exactly you can do it with
numerics.

* The main thing: you have at least numbers as
a result.
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Lagrange-Interpolation

= Phanomen
verstehen

@ Erklarung
verstehen
p(x) = c0la0(x) + cllal(x) + c2 la2(x) + c3 la3(x)
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Lagrange Interpolation

understanding of the
phenomenon

]
L

4 @

@ understanding of the
explanation
p(x) = c0la0(x) + cl lal(x) + c2 la2(x) + c3 la3(x)
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Lagrange-Interpolation
(x—a)(x—b)(x~d)

jonspotynom, Ziehe an den Punl

hier fehlt (x-c) !

p(x) =cO0la0(x) + cllal(x) + cb+ c3 la3(x)
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Lagrange Interpolation
(x—a)(x—b)(x~d)

jonspotynom, Ziehe an den Punl 7
here is no (x-c) !

p(x) =c0la0(x) + cllal(x) + cb+ c3la3(x)
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Lagrange-Interpolation
(x—a)(x—b)(x—d)

Intgrpalalonspolynom, Ziehe an den Pun

/ﬂ\ hier fehlt (x-c) !

o /____ A

p(x) =c0la0(x) + cl lal(x) Hc2\a2(x))+ c3 la3(x)
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W y(C)
l ' la2(c)

Lagrange Interpolation
(x—a)(x—b)(x—d)

Intgrpalalonspolynom, Ziehe an den Pun

/ﬂ\ here is no (x-c) !

o /____ A

p(x) =c0la0(x) + cl lal(x) Hc2\a2(x))+ c3 la3(x)
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W y(C)
l ' la2(c)




Lagrange-Interpolation

Jeder Ft’ur.1kt y(©) hier fehlt (x-c) !
erzeugt einen —laZ(c) (x—a)(x=b)(x—d)

Baustein.

p(x) =c0la0(x) + cllal(x) + c2 la2(x) + c3 la3(x)
la(x) = y(A) / (x(A) - x(B)) (X(A) - x(C)) (X(A) - x(D))) (x
- X(B)) (x - x(C)) (x - X(D)) +Y(B) / (X(B) - X(A)) (x(B) -
X(C)) (x(B) - X(D))) (x - X(A)) (x - x(C)) (x - x(D)) +Y(C)
1 ((X(C) - x(A)) (X(C) - x(B)) (X(C) - x(D))) (x - X(A)) (X -
X(B)) (x - x(D)) +y(D) / (x(D) - x(A)) (x(D) - x(B)) (x(D)
- X(C))) (x - x(A)) (x - x(B)) (x - x(C))

Lagrange-Algorithmus in einem Schritt aufgeschrieben.
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Lagrange Interpolation
heere is no (x-c) !

y(C)

Every Point Tan(~ x—a)(x—b)(x-d
generates one la2(c) ( X X )
summand.

p(x) =c0la0(x) + cllal(x) + c2 la2(x) + c3 la3(x)
la(x) = y(A) / (x(A) - x(B)) (X(A) - x(C)) (X(A) - x(D))) (x
- X(B)) (x - x(C)) (x - X(D)) +Y(B) / (X(B) - X(A)) (x(B) -
X(C)) (x(B) - X(D))) (x - X(A)) (x - x(C)) (x - x(D)) +Y(C)
1 {((X(C) - x(A)) (X(C) - x(B)) (X(C) - x(D))) (x - X(A)) (X -
X(B)) (x - x(D)) +y(D) / (x(D) - x(A)) (x(D) - x(B)) (x(D)
- X(C))) (x - x(A)) (x - x(B)) (x - x(C))

Lagrange's algorithmusdemonstrated in one term.
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Wirtschaftsfunktionen
mit Lagrange-Interpolation

Modelliere

die
Kostenfunktion
passend.

stueckk

Kosten

Stiickkosten
Ky

variable Stiickkosten

Grenzkosten 225 oh A
BM = Betriebsminimum

BO = Betriebsoptimum
kPug= kurzfristige Preisuntergrenze
IPug= langfristige Preisuntergrenze
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Economical Functions
with Lagrange Interpolation

First you have to | stunckk

model the cost

function.
costs
unit costs
variable unit costs .' H
| S O T .. - ¢
marginal costs T 25 o Ay

BM = minimum output

BO = optimum output
kPug= short time lower price limit
IPug= long time lower price limit
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| - Wirtschaftsfunktionen
mit Lagrange-Interpolation

Wirtschaftsfunktionen. Die freie Parabel aus 3304 17 171 mhevd ok
d 19{x)=stx
8x}=stvlx)
iy 4 F6[x)=grenzk(«
kvlx] -
ariablen Kosten® .
,
(45}
- o kg "
Stuckkosten sy} s——— = Ferr
x .
oy devlx) 1.4} . ¥
wariable Stuckkosten stvlx)=— F -
x (3.2
Berechrungen nachste Seite b
. as =t | — e‘-
—_ g * 4 69166 15 5 . i 4
pug < lpug (57118 fol}3-93.0)
Zighe die Hohlkreispunkte (Defintionen unter
o 4
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. Econamical Functions
with Lagrange Interpolation
Wirtschaftsfunkdtionen, Die freie Parabel aus gl 2204 T7 F7x)=kew{xjokef
dem 1. F i 9x)=stlx
Grenzko: ! 18{x=stvls)
Daren it lewix)= | )
fy 6l x)=grenzkl|x
kvix) =
die Furktion der riablen Kosten®
Fur d ng sind die Fixkosten aut 5 \\
gesetzt.kfi=5 + 5 (4,5)
- P L "
Stuckkosten stix)s———— = Fern .
1,4} - ¥
variable Stuckkosten stx= <o+ & ~
(3.2
Berechrungen nachste Seite A
2 e

kpug - o lpug - 4.6316¢ L5 0.5 (57116, .I‘;ﬁ.QB o) &0
Ziehe die Hohlkreispunkte (Definitionen unten]

oW 49
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Numerik beim Bauen
Numerics in the Building
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Splines = Straklatten
Elastic Rulers, Biegsame Lineale
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Splines im Schiffbau

Halber Querschnitt

it - )
| T In gekippter Lage
[rpm— oo + A
54 6
N pll:.\']llo i
pal - £ frehe i B
gl / e | pafle r —aT 2T X4
(s |/ fals}palzlin 24 4 3
[/ :
41 .-'I

lo:=solvel{ g10,g11,g12,g13, 814,815,816 },{ b0,d0,51,c 1,d1,b2,d2})
1 2 7 1 1 -1 -1
» b=— and bI=— and b2=— and ¢ J=— and d0=— and dI=— and d2=—
6 3
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&_ Splines in the shipbuilding

half cross section

Tr = .

. e turn it 90°left

T apline poliJta + L
54 6

' o pll:.\']llo 5
[o.0) | .f#" i 5 sg
N [EALAN palallo » —a 2 2 R
(s |/ nlil=paislin 4 4 ]

lo:=solvel{ g10,g11,g12,g13, 814,815,816 },{ b0,d0,51,c 1,d1,b2,d2})
1 2 7 1 1 -1 -1
» b=— and bI=— and b2=— and ¢ J=— and d0=— and dI=— and d2=—
6 3 6
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Kubische Splines

die sinzelnen Splines o

2.833.54

« Vier ,Nagel* markieren die Form.

« Von einem zum nachsten legt man ein
Polynom 3. Grades (daher ,kubisch).

« Man sorgt fiir gute Ubergange

« und fugt alle passend zusammen.
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Cubic Splines

die sinzelnen Splines s

0.511.522.533.54

« Four ,pins* mark the form.

« From one pin to the next we construct a
polynomial of degree 3. Therefore we say -
LCubic*.

« We take care for good transitions.

* We put all together.
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Splines als Formkonzept

Schwarz = Splise, Pink = Interpolationspolynes

L1

Facit: Weil Polynome sehr starke “Formgesetze” haben. {siche
Affnkasten), erzeugen in der Numerik unerwiinschies “Ausschwingen™.
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Splines as a Concept for Forms

Schwarz = Splise, Pin

= Interpolationspolynom

Polynomials have strong laws for their form.
It is shown in the concept of ,Affenkésten*.
In numerical solutions polynomials often have
a bad swinging.
: iy
) 4 ] L

Facit: Weil Polynome sehr starke “Formgesetze” haben: siche
flenk in der Numerik uner htes “Ausschwingen™
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Bézier-Splines

;-

¢ o & *

$47 1)
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Bézier Splines

B ==

$47 1)
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Bézier-Splines N

(4

A

o
D =
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Bézier Splines N

(4

A

o
D =
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Bézier-Splines

Sie sind aus Bernstein-Polynomen aufgebaut.
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Bézier Splines

They are build out of Bernstein's polynomials.
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Bézier-Splines
Sie sind aus Bernstein-Polynomen aufgebaut.
8=~ 3x"(x-) i)
3
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Bézier Splines
They are build out of Bernstein‘s polynomials.
B0)=~3x"(x-) (W)
3
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Bézier-Splines
Von Pierre Etienne Bézier um 1960 fir Renault entwickelt.
Bézier gilt als Begriinder von,CAD und CAM.

N\

Bézierflache Gber einem dreieckigen Parametergebiet mit ih-
rem Bézier-Netz

De Casteljau entwickelte entsprechendes fiir
Citroen, durfte es aber nicht veréffentlichen.
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Bézier Splines
Pierre Etienne Bézier developed them ca. at 1960 for Renaullt.

Bézier is known as founder of CAD and CAM.

ézier area over a trjangulated
\/ parameter domain with its
Bézier net.

Beézierflache Ober einem dreieckigen Parametergebiet mit ih-
rem Bézier-Netz

De Casteljau developed similar concepts for
Citroen. He was not allowed to publish it.
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CAD
Computer Aided Design
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CAD
Computer Aided Design
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Fallen und FuRangeln in der
Numerik
Mit welcher Maschinengenauigkeit arbeitet Ihr Taschenrechner?
1+10 =erg, erg-1l=....g, 07
1+10™ =erg, erg-1=....e,
1+10™% =erg, erg-l=....e,

1+10 % =erg, erg-1=....e, @

1+10™ =erg, erg—1=....&,

Die Maschinengenauigkeit MG ist die kleinste Zahl,
deren Addition zu 1 von der Maschine noch gemerkt wird.

Ist e;, ungleich 0 aber e,; =0, dann ist MG=10-"2
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

With which machine precision does your calculator work?
1+10 =erg, erg-1l=....g, 07

1+10™ =erg, erg-1=....e,

1+10™ =erg, erg-l=....e,

1+10 % =erg, erg-1=....e, @

1+10™ =erg, erg—1=....8,

The machine pecision mp is the smallest number,
so that its addition to 1 can be showed in the machine.

If e, is not equal 0, but e,; =0, then mp=10-"2 .
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Grundlagen der Numerik mit
Computer

100\/5 exakt
141421 3 Nachkommastellen, 6 tragende Ziffern

0,0014]_42]_.105 8 Nachkommastellen, 6 tragende Ziffern

f

. Exponent
Mantisse P
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Basics of Numerics with Computer

100\/5 exact
141.421

0_00141421,105 8 figures after the point, 6 bearing figures

f

mantisse

3 figures after the point, 6 bearing figures

exponent
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Grundlagen der Numerik mit
Computer

Gleitpunktzahl = floatingpoint number

)) 1010010 tlU(HHL)DlH 000 TLILT110 1001 1010 11111000 1111 G000 1111 10101111

vor- 11 Bit fir den 52 Bit fiir die Mantisse
zeichen- Exponenten ) ]
bit 64 Bit fir eine

Kommazahl das sind 8 Byte

Das sind dann etwa 16 dezimale Stellen firr die Mantisse

Die Zehnerpotenzen laufen etwa vonl073% pis 107300
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Basics of Numerics with Computer

representation of a floating point number in our computers

0 II_E]J (i CIU(HI |L)DIH ODOTTEILTT10 1001 1010 11111000 1111 0000 1111 10101111
one 11 bits for the 52 bits for the mantisse
Sign exponent
bit 64 bit for one

real number That are 8 bytes.

So we have round about 16 decimal figures for the mantisse.
The powers of ten range ca. from 10+300 to 10_300 .
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Grundlagen der Numerik mit
Computer

Gleitpunktzahl = floatingpoint number

01010010 UU(HHL)L)IH OO0 TEIETTT0 1001 1010 TT111000 1111 0000 111110101111

Das sind dann etwa 16 dezimale Stellen fur die Mantisse

Die Zehnerpotenzen laufen etwa von 10+300 bis 10_30.0

. Die Abstande zwischen den

darstellbaren Zahlen

werden immer grof3er.

. Unterscheiden sich zwei reelle
Zahlen erst nach mehr als 16 Stellen

" kann ihre Differenz nicht ordentlich

Basics of Numerics with Computer

representation of a floating point number in our computers

0 _ItH 0010 UU(H‘ |L)L)IH QOOTTHITTTI0 1001 1010 11111000 1111 Gooo 11111010 IHI_
So we have round about 16 decimal figures for the mantisse.
The powers of ten range ca. from 10+300 19 10730,

* The distances between the numbers

which we can realize grow up.

If we have two real numbers, which

o are equal in the first 16 digits, then
the following digits are not

s represented in the computer and we

Differenz- berechnet werden difference cannot calculate their difference
katastrophe W ' catastrophy correctly.
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Fallen und FuRangeln in der Numerik

Beispiel fur falsche Berechnungen
(Kulisch, Miranker[270]) http:/fwww.logic.

c01_0000.htm
&
1682-.\-,\4 20.-x-y° 832

~ 107751 T 35017t 107751 107781 T 107751
Alle drei CAS-Werkzeuge liefern bei Eingabe von Naturlichen Zahlen fir x und y das exakte
Ergebnis 1783. Sie rechnen dann namlich exakt mit der Bruchrechnung.

5 3
x.2 X

Zwingt man aber die Syteme, mit Kommazahlen zu rechnen, indem man *.0 bei wenigstens
einer der Zahlen schreibt, kommen abenteverlich falsche Ergebnisse heraus.

Auwhdieses ist en Beispiel flr eine Differenzkatastrophe

Der x*5-Term ist namlich negativ.

Vergleich
der
positiven
und
negativen
Termtelle

%~ 192119300, ¥ -+ 3475640

(pos - nag) /167751

pos und neq stimmen in 32 Stellan dherain
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

Example for wrong calculation
(Kulisch, Miranker[270]) http://www.logic.at/people/schuster/c01_0000.htm
5 3 4 :

-2 x 1682 -x -y 20 -x-y 832

~ 107751 T 35017 *T 107751t 107781 T 107751

Allthe three CAS tools have as the exact result 1783, if you insert natural numbers forx and y.
That's why the systems calculate exact with fractions.

But if you force the system to work with floating point arithmetic by putting decimal points in at
least one number, then in all the systems large blunders arise.

matis an @Xample for a difference catastrophe wo
,That's why the x*5-Term is negative.

Matchingof | ...
the pos = 1
negative
and the
positive 523460426 438 503 361671 635 4

term PR — K i

- 33673640

(x= 152119200, ¥ == 34675440

$23480426 4,

pas and neg have the same digits in the 32 first positions
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Fallen und FuBangeln in der Numerik

2-x° P aesnexeyt 29.xy? g5
2= 107751 " 3se17 ' 107781 ' 107781 ' 107751

Mathematica | z = (188Zexay 4 Fax o Baxay 2~ Fax 5. B35 /167751

- 1687 %yt

o (% 192119201, ¥ -» 33673640}
{x+ 192119201.0, ¥ -> 33673 640.0]

j" il
1,y=35675640)
1.0, y=3ISETSE40.0) @
‘|
|

MuFAD

z|{x=1921

2 ERITED - 10"

Tisgure X n 5 - -
1682 x y +3 x¥+20 x y*-2 x*+812

10

2pe=192119201 and y

2pe=192119201 and p
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

4
'

1.15 ‘-‘ 1682 -x -y 29-.\-)“' 832
Z=| 107751 ' 35917 ' 107751 107751 ' 107751
Mathemabica B (1682 axey 4+ Jax*3 . 2Fanay*?-2ax"5.832) /107751

B32.3x -2

Sxyf . 1602 xyt

3 /. (= 182118201, y -» 35475440)
2 /. {x- 187119301.0, y -» 33675 640.0)

MUPAL 1,y=35675640)

2] (x=152119201.0,y=35675640.0}

1882300762 - 10

TI Mspire 4 3 5 c
" 1682 % piaz vde09 v pd-2 w3ia02

Zh=192119201

Tpe=19211
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Fallen und FuRangeln in der
Numerik

r 1682
* 3T YT

i SAT sqiiser  furx=192119201 y = 35675640

Das war eine
Differenzkatastrophe
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

rl

fur x = 192119201 y = 35675640

832
107751

That has been a
difference catastophe
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Fallen und Fuf3angeln in der Numerik

x=y 1 Das ist eine wahre Aussage, wie man mit der 3.
=— e, binomischen Formel

2_2 xty x? 7}12 =(x—»)(x+y) erent

Das erkennen alle CAS-Werkzeuge.

100

i aG)=(10)'+(10)7 b)~(10) 1+

100011
“:"':"'{"::'“ 0 Setzt man fur x=aund y=bdas Obige ein, so ergibt sich fur die
100000 linke Seite , Tannenbaumliste”, ebenso fir die rechte Seite
1000000011 " und far die Differenz der Seiten logischerweise immer die Null
1000000
100000000011 .

ali)=(10 Y +(10)7 bli)=(10)+1)

Zwingt man aber das System durch die Dezimalpunkte
Kommazahlen zu venwenden, also numerisch zu arbeiten,
haben alle Systeme grobe Fehler.
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

That is true statement fo each insert of real numbers x
x=y 1 and y. You can see this with the 3. binomial formula.

=— rfrue, 2 . 2_

T T =) (i)
x‘—}.-" X+y Every CAS tools recognizes this.
100 - -
0 lab)=(10)'+(20)7 bb)~(20) T+
100011 0

10000 o fyouinsert forx this aand for y this b, s0 you receive the left side ofthe
10000011 term above the left side list with the fractions. you receive the same list for
m""[']::‘(:‘[']i:ﬂ 0 the right side. Therefor the difference must be zero in every row.
1000000
100000000011

al)=(10)+(10)7 b(i)=(20)+1)

But if you force the system to work with floating point arithmetic by putting decimal points in at
least one number, then in all the systems large blunders arise.
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Fallen und FuRangeln in der Numerik

Fur i von 1 bis 10 ergibt sich:

MuPAD Mathematica TI M=pire
n " \
776263578 - - f - i)-blr 1
serasen.g4-n| 1A “‘1 L e
LAT0329473 - 2_(u;h2  ali)enl;
2117582368 - 10 22 | 0.} \(a00) -6}
6.6174449 .10 2 (0. !
0
0 (0.} MNanu? Beii=3 soll das falsch sein??
5.461348536 - 10 27 ) - Differenz in Zahlenwerten:
462348536 - [1.69407%107%]
8.077938669 .10 | " Wo.0.-1e17.0.0.0.0.0.0.0 }
0 (0.}
0 e Man darf nun nicht glauben, der Tl

whes Ms=pire ware fir die grofen i besser,
[1.65436x10"Y) er steigt namiich einfach aus

= = genauerer Berechnung aus.

(0.}
: 53 Abso. Dass bwer mcht Gberall Null
1=1.29247x107} herawskomemt, begl an der
floating- point-Arithmetik

Ober all misste 0 steten, dieser Fehler heilkt Differenzkatastrophe
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Pittfalls and Mantrans in Numerics

For i from 1 1o 10 we get
MuPAL Mathernitica T Wspare
als)-bl:)

6776263578 - 10

{1.38778 2107}

(al) 2 (ol)? 2)50)

66174449107 | 0. i
:. 0.1 Hey? With i=3 the systen says
- 17 o . fakse” allthough the equation & tree
CATINTE - 10 {1. tfor each insert else?77

B.07T935669 - 10
0 Difference as mumbers:
[
{0.0,-1£-17,0,0,0,0,0,0,0 }
[1.65436 10"
{1-65438x107" ou shall nat thinks that the TI Nspre
o is better for larger i than the other
R . systemns, It makes nothing with toa.
[21.28247:10°] | smal numbers. For be the equation
. T | s trvially rue
Concheson: The result must be rero
The reascn, that # is not so, is the
rumerical work with
floating point arithmetic
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Fallen und FuRangeln in der
Numerik

PiXehobpuzsepazow  pu02s
0081

pe30%

Konfidenzintervall

gl= E, s pr (lfp) n=101 »
n
, Jotpst] 201 p (1]

101 101
solvelglp) » 0.407176<p<0.6023

Bei der Berechnung von Konfidenzintervallen kann es
von Hand durch Runden leicht zur Differenzkatasprophe

kommen. Eine solche Berechnung ist ,schlecht konditioniert*.
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Pittfalls and Mantraps in Numerics

PiXehobpuzsepazow  pu02s
0081

pe30%

Konfidenzintervall
SE- n p (lfp) n:=101 »
n

. ‘101‘;*51|S2‘ J101 5 [p-1)
101 101

solvelglp) » 0.407176<p<0.6023

Kk
gl:‘"ﬁ
n

kin

If you calculate a konfidence intervall by hand where you
round same numbers, then it easy occure a difference
catastrophe. Thuch a calculation is named
Jll-conditioned®.
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Weitere Pannen

- ¥ ¥
5201477 9995999 7 29|
5201478 1000000 T8 100
5201479 1000001 T 101

Wahie Trendlinie

Option Dateh-\)erbinden

[Excel |
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Klar, das ist beide Male eine Gerade

More Mishaps

- ¥
5201477 9995999 7 29|
5201478 1000000 T8 100
5201479 1000001 T 101

Wahie Trendlinie

Indeed, that are straight lines, both!
Option data connected
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Weitere Pannen

- ¥ ¥
5201477 9995999 7 29|
5201478 1000000 T8 100
5201479 1000001 79 101

Wahie Trendlinie

SE06 SE4D5

Wahle ,Trendlinie* oder ,lineare Regression*
Dieselben Daten, aber

nicht gelungen, Panne
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More Mishaps

¥
5201477 9995999 7 29|
5201478 1000000 T8 100
5201479 1000001 79 101

Wahie Trendlinie

SE+I6 BE+D6 SE06 LE 06

choose ,trend line* or linear regression
then there is a mishap

Excel
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Numerische Verfahren
Was man exakt nicht schafft, das macht man mit Numerik,

Hauptsache, man hat wenigstens Zahlen 'raus.

* Rekursive, b.z.w. iterative Konzepte
« Heronverfahren fir Wurzeln

 Nullstellenverfahren ( Mitten~, Sekanten~ , Newton~)
* Modellierung von Prozessen (logistisch...)
* Numerische Lésung von Differentialgleichungen

Weitere Konzepte:
Numerische Integration, Taylorreihen,

Fourierreihen, Klangverarbeitung, ...
Finite-Element-methode, Simulationen,....
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Numerical Methods

* What you cannot do exactly you can do it with numerics.
* The main thing: you have at least numbers as a result.
« recursive or iterative concepts

« Heron's method for roots

« zero methods ( middle~, secant~, NeWton~)

« modellierung of processes (logistic equation...)

« numerical solution of differential equations

further concepts:
numerical integration, Taylor series, Fourier series,

sound converting, ...
finite-element method, simulations,....
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Die Klothoide,
nur numerisch zu bewaltigen
gegeben:
(7.30)
Die Integrale lassen sich durch die Simpson’'sche Niherungsformel berechnen
©
Abb. T.46 K Abb. 74T Turbulenzen (iber dem Atl
sometrie und ihre Anwendungen in Kunst, Natur und Technik
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The Clothoid,
only to manage in numerical manner
gegeben:
1] J.Z t
o= 4[5 n::a_‘]:‘—i_;u’.r. y= ﬁ sin - {7.30)
Die Integrale lassen sich durch die Simpson‘sche Niherungsformel berechnen,
The integrals can be calculated by Simpson's formula.
~ &
O
Abb, 7.46 Kloth Abb, 74T T enzen fiber dem Atlantik
Glaeser; Geometrie und ihre A in Kunst, rund Technik
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