s Spaziergang, bei
= dem man jede der
= Sieben
Pregelbricken
genau einmal
Uberquert?

}r g ll Mathematik sehen
.k I8 Mund verstehen

| Mathematik sehen
und verstehen

|| Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, 2015 http://www.leuphana.de/matheomnibus




Konigsberger Brlckenproblem
Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

KONINGSBERGA o Gibt es In

‘ SRl Konigsberg einen
Spaziergang, bel
dem man jede der
- sleben
Pregelbriicken

' genau einmal
Uberquert?

2
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Was ist ein Graph?
‘Im&ahrel?%\ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

und begrindete
damit die

Jede Kante Graphentheorie
verlauft von _
Ecke zu Ein Graph besteht
Ecke. aus einer
Eckenmenge
und einer
Ecken= Kantenmenge
vertices V G (E K)
Kanten=
edgeS E Mindestens eine Ecke
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Gundbegriffe

Die Adjazenz-Matrix gibt an,
A durch wie viele Kanten die
Ecken verbunden sind.

Der Grad

einer Ecke

ISt die A CE D

Anzahl der 0 2 10

abgehenden 2 0 1 2

Kanten. T 1 0 1
0 2 1 O

4
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Eulersche Begriffe
‘Im&ahrel?%\ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

In einem Eulerschen Weg kommt
jede Kante genau einmal vor.

Kanten, die zu
ihrer Startecke
zurtickkehren,

Ein geschlossener

heilden Schlingen.
Eulerscher Weg heil3t
Eulerscher Kreils.

- <A
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Eulersche Begriffe
‘Im&ahrel?%\ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

In einem Eulerschen Weg kommt
jede Kante genau einmal vor.

Ein geschlossener
Eulerscher Weg heil3t
Eulerscher Krels.

Q)

M 1n welchen Graphen

gibt es einen
Eulerschen Kreis?

St
6
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Eulers Losung:
‘Im Jahre 1736 \ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

Eulerscher Satz:

Einen Eulerschen
Kreis gibt es genau
dann, wenn alle
Ecken einen
geraden Grad
haben.

Bewels: 7?77

7
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Eulers Losung:

‘Im Jahre 1736 \ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

\—7 Eulerscher Satz:
NN
geraden Grad

— ———  haben.

Wohlke:: & y+c p
Keine Wakt mel T HFC © :
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Einen Eulerschen
Kreis gibt es genau
dann, wenn alle
Ecken einen




Eulers Losung:
‘Im Jahre 1736 \ Leonhard Euler |6ste das Problem allgemein

A Eulerscher Satz:
Im KoOnigs- Einen Eulerschen
berg- Kreis gibt es genau
Graphen E dann, wenn alle
gibt es Ecken einen
keinen geraden Grad
Eulerschen haben.
Krels.

9
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Das Haus des Nikolaus

In einem Eulerschen Weg kommt jede Kante genau
einmal vor.

10
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Das Haus des Nikolaus

In einem Eulerschen Weg kommt jede Kante genau

einmal vor.

®
i

Eulerscher Satz:

Einen offenen
Eulerschen Weg
gibt es genau dann,
wenn genau zwel
Ecken einen
ungeraden Grad
haben.

11
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Graphen IN unserer Welt
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Graphen in unserer Welt

8"

Mit Graphen schafft man sich
ein

Modell der Wirklichkeuit,

das einen bestimmten Zusammenhang deutlich
macht und andere Aspekte der Wirklichkelt ausblendet.

Die geometrische Lage und Form spielt bel Graphen
eigentlich gar keine Rolle.

Bel Streckenplanen wird allerdings ganz grob
die gegenseitige Lage wiedergegeben.

13
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Graphen in unserer Welt

8"

Mit Graphen schafft man sich
ein

Modell der Wirklichkeit,

das einen bestimmten Zusammenhang deutlich
macht und andere Aspekte der Wirklichkelt ausblendet.

AW Bar WG
Wb

Die geometrische Lage und Form spielt bei Graphen

eigentlich gar keine Rolle.

Bei Streckenplanen wird allerdings ganz grob
die gegenseitige Lage wiedergegeben.

14
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Routenplaner und Graphen
R

Liineburg Die Routenplaner

“"*-j""w arbeiten mit

_.,ﬁ,)la bewerteten
Graphen

15
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Routenplaner und Graphen

—w=s Dle Routenplaner
1&d arbeiten mit
bewerteten

. Graphen
\\ Die Bewertung

\
| kann Entfernung,
) Zeit, Kosten ...
/|l bedeuten.

L1

nberg

— aANY =, 2, ~—- Erstmal leichtere
o e | ~ Probleme:

16
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Stadtplanung und Graphen

FUr das Stadt-
bauamt kann

die Bewertung
Baukosten
bedeuten.

17
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Optimierung und Graphen

5 Bewertung
l®@ Baukosten

Radwegbelag
moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

Greedy-Algorithmus

Protokoll

greedy:gierlig
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Optimierung und Graphen

-

-

Eine
Kante
davon

wahlen.

Nicht
nehmen, Bewertu ng
sonst wird
e ain 1@ Baukosten
Kreis. Radwegbelag

moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

Greedy-Algorithmus

‘\ ;‘ Protokoll
4 ANAAALLLL

19
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Optimierung und Graphen

Bewertung
Baukosten

Radwegbelag
moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

Entstanden .
Greedy-Algorithmus

ISt ein oreecy
Spannbaum* ANMAALLLL333%

20
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Optimierung und Graphen

Bewertung
Baukosten

Radwegbelag
moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

Entstanden | | |
ISt ein EiIn Baum Ist eln

“minimaler zusammenhéng_ender
Spannbaum® Graph ohne Kreise.

21
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Optlmlerung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
Knoten erreicht wird. Minimiere die
Baukosten.

Greedy-Algorithmus

Markiere solange die billigsten
Kanten, solange kein Kreis
entsteht.

Mache dann mit einer nachst
teureren Kante weiter, bis ein
Spannbaum entsteht.

Selber
machen

Ubrigens: gibt es hier einen Eulerschen Weg?
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Optimierung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
Knoten erreicht wird. Minimiere die
E Baukosten.

Greedy-Algorithmus

> Markiere solange die billigsten
Kanten, solange kein Kreis
entsteht.

Mache dann mit einer nachst teuren
Kante weiter, bis ein Spannbaum
entsteht.

Protokoll
#5379 10

Eulerschen Weg? Ja, denn genau zwei Ecken haben ungeraden Grad.
23
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Optimierung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
Knoten erreicht wird. Minimiere die

ukosten.
2
Greedy-Algorithmus

> Markiere solange die billigsten
Kanten, solange kein Kreis
entsteht.
Mache dann mit einer nachst teuren
Kante weiter, bis ein Spannbaum
entsteht.

Protokoll
#5379 10

Eulerschen Weg? Ja, denn genau zwei Ecken haben ungeraden Grad.
— 24
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Peter Gritzmann

I René Brandenberg

Das |
Geheimnis des
kirzestef
Weges A

Ein mathematisches
Abenteusr

ISt eins der spannendsten
und dynamischsten
mathematischen Themen
Zur Zeit.

Zwei Mathematiker
greifen die Idee von ,Sofies

; _ Welt* auf.......

http://www-m9.ma.tum.de/Ruth/\WebHome

2. Auflage

25
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AN DA |m

o
~VVC UCD Uullic

Das ist das Routenplaner-
Problem. Es ist schwieriger zu losen.

Dijkstra-Algorithmus.

Wir suchen die klurzesten
Wege von A aus zu allen
anderen Ecken

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

AO i C [ Niederlandischer Mathematiker Edsger Dijkstra, 1960
An der geforderten Sprich i wie ei
Ecke anfangen
Zu den Nachbarecken 1 eroaimal 5o wie Sie es in der Klausur
auf billigste Art mit ,Grips

' |
weiter so machen sollten!

Weg anmalen, Ecken mit Ihrem Abstandswert beschriften

26
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Das ist das Routenplaner-
Problem. Es ist schwieriger zu losen.

4 N .
N Dijkstra-Algorithmus.
—®  \Wir suchen die kiirzesten

- Wege von A aus zu allen
anderen Ecken

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

AD B C Niederlandischer Mathematiker Edsger Dijkstra, 1960

An der geforc(e’rten
Ecke anfangen

Zu den Nachbarecken
auf billigste Art mit ,Grips”

welter so
Weg anmalen, Ecken mit Ihrem Abstandwert beschriften
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Sprich ij wie el

Lassen Sie sich im Folgenden lediglich
auf den Grundgedanken ein.




\A/J

ALl

Wiyviroctn nnn D Mo
NuUl£LTC ol vvoyc-paullic
__.:.' A Das ist das Routenplaner-
4 AN
d Problem.
3._;_ 1 % /o M__{_-: Ob e |
D2, /5 |/ & g Dijkstra-Algorithmus.
3 0 a : : :
E9, = Wir notieren an jeder Ecke
o 7 2 6 Wert und Vorganger.
1 i]
* © Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.
AD E'[J,:,H . :
Die Nachbarn der aktiven
Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.
Fertige Ecken: A _ —
Unfertige Ecken: BL,, E9, D2, | "\ enimanien " |
Aktive Ecke wird: B1, —— \
Unbetretene Ecken: CF G H | F
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Kurzeste-Wege-Baume

7 A Das ist das Routenplaner-
s/ 1 2/ 2 .4 Problem.
Dzﬂ___,.-f- ¢ L7 | 1\, Dijkstra-Algorithmus.
" ESg Wir notieren an jeder Ecke
7 2 6 Wert und Vorganger.
1 6 Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.
@
AO B1A C?B Die aktive Ecke ] Die Nachbarn der aktiven
ist fertig. Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.

Fertige Ecken: A BlA / Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet.
Unfertige Ecken: E9A1 ESB’ DZA’ C7B’ JEine Ecke mit minimalem Wert}

Aktive Ecke wird: D2 wird neue aktive Ecke.
: A
Unbetretene Ecken: FG H | !
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W/iviv72nctn \Alnnna DAarimaon
I\ ILCDLC'VVCUC'DG 11I1CT
1op . Das ist das Routenplaner-
i Problem.
3/ 1 2/ 2 d . .
D2, Dijkstra-Algorithmus.
5 5 L 1N, T .
E7p Wir notieren an jeder Ecke
a4 ¥ |5 5 6 Wert und Vorganger.
1 6 Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.
- Die Nachbarn der aktiven
AO B1A C?B ) ) Ecke kommen zu den
Die aktive ECke] unfertigen Ecken.
ISt fertlg_].

Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, —

Unfertige Ecken: E8B, C7B’ E7D, H5D, fEine Ecke mit minimalem Wert
Aktive Ecke Wirdi H5D wird neue aktive Ecke.
Unbetretene Ecken: F G |
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Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

Wir notieren an jeder Ecke
6 Wert und Vorganger.

Der ,Wert" einer Ecke ist seine Entfernung von A.
Die Nachbarn der aktiven

Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.

o

[ Die aktive Ecke ]
Ist fertig_].

Fertige Ecken: AO, B1,, D2A,héD _22be! werden 991, Fcken new bewerter
Unfertige Ecken: C75, E7, E6,, 19,

Aktive Ecke wird: E6,,, —= Eine Ecke mit minimalem Wert]
wIird neue akliive eCKe.
Unbetretene Ecken: F G L !
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Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

'|:11E >~ Wir notieren an jeder Ecke
6 Wert und Vorganger.

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Die aktive Ecke Die Nachbarn der aktiven
ist fertig. Ecke kommen zu den

unfertigen Ecken.
Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6,,

Unfertige Ecken: C7B, |9H, |8E, FllEﬁ Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet.
4

Aktive Ecke wird: C7B e LEine I_E((:jke mit mli?imaéerl? Wert
Unbetretene Ecken: G wird neue aktive Ecke. !
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o
~VVC UCD Uullic

Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

Wir notieren an jeder Ecke
© Wert und Vorganger.

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

A0 Bl Cig [ Die aktive Ecke ] Die Nachbarn der aktiven

ist fertig. Ecke kommen zu den
\/ unfertigen Ecken.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6,,, C7
Unfertige Ecken: 18, F11., F9., G13, gof. Ecken neu bewertet.

Eine Ecke mit minimalem
Aktlve ECke erd |8 [— l Wert wird neue aktive ] .
Unbetretene Ecken: — Ecke.

33
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Wiirvoctn \ANMNoaomnee DAarnimo
I\UlI LCDLC‘VVCUC_DQ 11T
I8¢ Das ist das Routenplaner-

Problem.

Dijkstra-Algorithmus.
G12 Wir notieren an jeder Ecke

2 6 " Wert und Vorganger.
Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.
AO Bly,  Cip ~ ———_—) DieNachbarn der aktiven
[ ¢ axtive =CK€ 1 Ecke kommen zu den
Ist fertig. :
unfertigen Ecken.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6,,, C7g, 18¢

Unfertige Ecken: FO., G13 ., G12,, ﬁ ggf. Ecken neu bewertet. .

Aktive Ecke wird: F9, _ —
Eine Ecke mit minimalem Wert
Unbetretene Ecken: wird neue aktive Ecke.

34
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11T

AN DA
CUC'DQ

Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

Mit Wert und Vorganger fur
" jede Ecke haben wir den
gesuchten Baum.

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Die aktive Ecke ]
ist fertig.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6,,, C7g, 18, F9., G10,
Unfertige Ecken: Glzl’ G:I-OF ﬁ ggf. Ecken neu bewertet.

Aktive Ecke wird: G':l-OF [Die letzte aktive Ecke ist
Unbetretene Ecken:

fertig.

35
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3

AN DA N
CUC'DG 11T

Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

Mit Wert und Vorganger flr
" jede Ecke haben wir den
gesuchten Baum.

Der ,Wert“ einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6,,, C7g, 18, F9., G10.
Das ist nun ein klrzeste-Wege-Baum.

http://www-m9.ma.tum.de/Allgemeines/DijkstraApplet

36
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cta \A/oa DA |m

Witron Pa¥a Tal Pa
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I\

Das ist das Routenplaner-

Problem. Es wird gelést vom Dijkstra-Algorithmus.

http://www-m9.ma.tum.de/Allgemeines/DijkstraApplet

Interaktive

Version an der
TI11 Ny | ~cho

1 \WJ 1viuliviliu I

starthweiter | TUrueck | | fuor! neuer Graph | | Dies ist Aufgabenblatt 6 bei der TUM

37
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1. Modellierung des Problems mit Graphen

2.Bewertung des Graphen mit
1.Fahrzeiten oder
2. Fahrkosten
3. Streckenlange....

_0sung des
Kurzeste-Wege-

Problems
38
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Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte

Lander verschieden gefarbt
sein sollen?

Modellierung des
Problems mit
Graphen:

39
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Anhanthan
Cl|J| ITIILIITU

re
Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte
Hauptstadte

verschieden gefarbt

sein sollen?

40
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Anhanthan
Cl'JI ITIILIITU

v
I

Ta
1T

Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte
Hauptstadte
verschieden gefarbt
sein sollen?
Vier-Farben-Satz
Es reichen immer

vier Farben

Erst 1976 mit
Computereinsatz
bewiesen (Appel, Haken)

41
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n Graphen
Die Ecken sollen so
gefarbt werden, dass
benachbarte Ecken
verschiedene Farben

haben

Gibt es einen hier
Eulerschen Weg?

Achtung: Der 4-Farbensatz gilt nur fir Graphen ohne Kantenkreuzungen.
42
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n Graphen
Die Ecken sollen so
gefarbt werden, dass
benachbarte Ecken
verschiedene Farben

haben
o)

(D Eulerschen Weg?
Nein, 3 Ecken mit
ungeradem Grad,
durften hochstens
2 sein.

: \_/
Achtung: Der 4-Farbensatz gilt nur fir Graphen ohne Kantenkreuzungen.
43
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Uberlappende Handybereiche brauchen verschiedene
Sendefreqguenzen. Eine Eckenfarbung des Konflikt-
graphen zeigt, wie man Frequenzen zuordnen kan514.
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Uberlappende Handybereiche brauchen verschiedene
Sendefreqguenzen. Eine Eckenfarbung des Konflikt-
graphen zeigt, wie man Frequenzen zuordnen kann4.5
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W anfhit (Cranhan
INUILIHITTAUT U apl ITI11
] 1
: : . Konfliktgraphen.
- l f CT ] B A
| 1
D(—— <Einbahnstral38] A
—r | F B
E C
E
Eine verkehrsreiche Einmiindung D

Der Konfliktgraph der Einmundung

Die Verkehrsstrome werden Ecken.
Wenn zwel in Konflikt geraten, werden sie durch eine

Kante verbunden. .
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L/ Anfhiltr COvranhAan
[\UIIII”\L'\JIQPIICII
El E D e ._}Zn:;nﬁi_ktgraphen. L )
= iila ;

s s oo e oo s

p «— < Einbahnstrate] Z a
=, ; 3

= ABCDEF

E I A X X
Eine verkehrsreiche Einmiindung B X X X X Z E C 2/
C X X /{
Adjazenzmatrix D X X X D
dazu E Xx X Der Konfliktgraph der Einmindung
F X

Die Verkehrsstrome werden Ecken. Wenn zwel in Konflikt geraten,
werden sie durch eine Kante verbunden.

Eine zulassige Eckenfarbung des Graphen zeigt: Verkehrsstréme mit der
gleichen Farbe dtrfen gleichzeitig ,,Grun* an ihrer Ampel haben.

Mehr dazu im Buch Nitzsche: Graphentheorie, tw.moodle Kap 11 48
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Graphentheorie In Blucherr

tier Klicken Blick ins E!

Kombinatorische Optimierung

erleben:

Kombinatorische Im Studium und Unterricht
L Ll Stephan HuBmann (Autor),

--.H Brigitte Lutz-Westphal (Autor)

Hier klicken Blick ins Buch!

Hpmnuhm.h

Graph " .
fu';agmes?mger Manfred Nitzsche
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Mru
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