Graphentheorie

Gibt esin
Konigsberg einen
- Spaziergang, bei
dem man jede der
sieben

~ genau einmal
Uberquert?
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Konigsberger Brickenproblem
Leonhard Euler léste das Problem allgemein

Gibt esin
Konigsberg einen
“ Spaziergang, bei
dem man jede der
sieben
2% Pregelbriicken

" genau einmal
Uberquert?
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Was ist ein Graph?
Leonhard Euler léste das Problem allgemein

und begriindete
damit die

Jede Kante Graphentheorie
verlauft von )
Enla 211 Ein Graph besteht
E;i;;.w aus einer
Eckenmenge
und einer
Ecken= Kantenmenge
vertices V G _ ( E K )
Kanten= - 1
edges E Mindestens eine Ecke
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Gundbegriffe

Die Adjazenz-Matrix gibt an,
A durch wie viele Kanten die
Ecken verbunden sind.

Der Grad
einer Ecke
ist die
Anzahl der
abgehenden
Kanten.
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N = 0OMN
P
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Eulersche Begriffe
Leonhard Euler léste das Problem allgemein

In einem Eulerschen Weg kommt
jede Kante genau einmal vor.

@ S Kanten, die zu
ihrer Startecke
w L:’ zuriickkehren,

heiRBen W.

¥
v <

Ein geschlossener
Eulerscher Weg heif3t
Eulerscher Kreis.

a) b) c) d) e)
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Eulersche Begriffe
Leonhard Euler léste das Problem allgemein

In einem Eulerschen Weg kommt
jede Kante genau einmal vor.

___—~—"7~~_ _ Eingeschlossener

" Eulerscher Weg heift
3 Eulerscher Kreis.
B c a
In welchen Graphen
A % L . | |gibtes einen
- Eulerschen Kreis?
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Eulers LOsung:
Im Jahre 1736 | Leonhard Euler I6ste das Problem allgemein

Eulerscher Satz:

Einen Eulerschen
Kreis gibt es genau
dann, wenn alle
Ecken einen

A E  geraden Grad
haben.

Beweis: ??7?
7
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Eulers LOsung:
Im Jahre 1736 | Leonhard Euler I6ste das Problem allgemein

Eulerscher Satz:

Einen Eulerschen
Kreis gibt es genau
g dann, wenn alle
) Ecken einen

geraden Grad
haben.

Wahlkei: & 4+ec p

Keine Waltmele € 4 FC D :
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Eulers L6sung:
Im Jahre 1736 || Leonhard Euler I6ste das Problem allgemein

A Eulerscher Satz:
Im Konigs- Einen Eulerschen
berg- Kreis gibt es genau
Graphen E dann, wenn alle
gibt es Ecken einen
keinen geraden Grad
Eulerschen haben.
Kreis.
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Das Haus des Nikolaus

In einem Eulerschen Weg kommt jede Kante genau
einmal vor.
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Das Haus des Nikolaus

In einem Eulerschen Weg kommt jede Kante genau
einmal vor.

Eulerscher Satz:

Einen offenen
Eulerschen Weg
gibt es genau dann,
wenn genau zwei
Ecken einen
ungeraden Grad

W haben.
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Graphen in unser

Groftbaralch
Hamburg
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Graphen in unserer Welt

Mit Graphen schafft man sich
ein

FE“ Modell der Wirklichkeit,

das einen bestimmten Zusammenhang deutlich
macht und andere Aspekte der Wirklichkeit ausblendet.

Die geometrische Lage und Form spielt bei Graphen
eigentlich gar keine Rolle.

Bei Streckenpléanen wird allerdings ganz grob

die gegenseitige Lage wiedergegeben.
13
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Graphen in unserer Welt

22 Mit Graphen schafft man sich
ein

4 Modell der Wirklichkeit,

das einen bestimmten Zusammenhang deutlich
macht und andere Aspekte der Wirklichkeit ausblendet.
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Die geometrische Lage und Form spielt bei Graphen

eigentlich gar keine Rolle.

Bei Streckenpléanen wird allerdings ganz grob
die gegenseitige Lage wiedergegeben.

Routenplaner und Graphen

v - =
- Luneburge | Die Routenplaner
| arbeiten mit
/_/\ bewerteten
= Graphen
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Routenplaner und Graphen

Die Routenplaner
arbeiten mit
bewerteten
Graphen

Die Bewertung
kann Entfernung,
Zeit, Kosten ....
bedeuten.

Erstmal leichtere
Probleme:
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Stadtplanung und Graphen
Fir das Stadt-
bauamt kann

die Bewertung
Baukosten
bedeuten.
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Optimierung und Graphen

Bewertung
Baukosten

Radwegbelag
maoglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

1 Greedy-Algorithmus
2 Protokoll

greedy:gierlisg
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Optimierung

Nicht

und Graphen

nehmen, Bewertung
sonst wird
e e Baukosten
Kreis. Radwegbelag

moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem

Kante

davon

wahlen. 4 Belag erreichbar ist.
Greedy-Algorithmus
Protokoll
11142222
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Optimierung und Graphen

Bewertung
Baukosten

Radwegbelag
mdglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem
Belag erreichbar ist.

Entstanden

ist ein Gree:;I/I-AIgorithmus
~minimaler Protoko
Spannbaum* 11114222 233344
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Optimierung und Graphen

Bewertung
Baukosten
Radwegbelag
moglichst billig so
erneuern, dass jede
Kreuzung auf neuem

r’ﬂ p-?
\‘s:b \
\

"> o Belag erreichbar ist.
Entstanden
ist ein Ein Baum ist ein
,minimaler n”o zusammenhangender
Spannbaum* / Graph ohne Kreise.

21
" Prof. Dr. Dérte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, 2015 http://www.leuphana.de/matheomnibus ”

Optimierung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
Knoten erreicht wird. Minimiere die
Baukosten.

Greedy-Algorithmus

Markiere solange die billigsten
Kanten, solange kein Kreis
entsteht.

Mache dann mit einer nachst
teureren Kante weiter, bis ein
Spannbaum entsteht.

Selber

N Protokoll
machen B

Ubrigens: gibt es hier einen Eulerschen Weg?
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Optimierung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
| \ 4 Knoten erreicht wird. Minimiere die
7] E  Baukosten.
1 7 ~

‘6\ 5 "-,
I ‘\)E/" ;
| / -
/|2 : /s Greedy-Algorithmus
// | e g | ~Markiere solange die billigsten
A/ / A A .'I Kanten, solange kein Kreis
‘\ T | entsteht.
7 vd 10 | Mache dann mit einer nachst teuren

B N |F Kante weiter, bis ein Spannbaum

6‘ M, / entsteht.
2 fi N0 Protokoll
e 4513 0

Eulerschen Weg? Ja, denn genau zwei Ecken haben ungeraden Grad.
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Optimierung und Graphen

Bewertung Baukosten

Leitungsnetz verlegen, so dass jeder
Knoten erreicht wird. Minimiere die

Greedy-Algorithmus

gMarkiere solange die billigsten
Kanten, solange kein Kreis
entsteht.

Mache dann mit einer néachst teuren
Kante weiter, bis ein Spannbaum
entsteht.

Protokoll

#53¥79 40

Eulerschen Weg? Ja, denn genau zwei Ecken haben ungeraden Grad.
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Graphen-
Theorie

ist eins der spannendsten
und dynamischsten
mathematischen Themen
zur Zeit.

Peter Gritemann

I Bend Urandenbery )

Das .
Geheimnis des]
klrzeste
Weges

Ein mutbamatisches
Abentawar

A g

Zwei Mathematiker

greifen die Idee von ,Sofies

Welt* auf.......
http://www-m9.ma.tum.de/Ruth/WebHome

2. Autlage
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Klrzeste-Wege-Baume
A : Das ist das Routenplaner-
4 ydh . Problem. Es ist schwieriger zu losen.

Dijkstra-Algorithmus.
Wir suchen die kiirzesten

D ¢ o
7 2l 6
/ | anderen Ecken

Wege von A aus zu allen

1 o 6 o Der ,Wert" einer Ecke ist seine Entfernung von A.
AD B Niederlandischer Mathematiker Edsger Dijkstra, 1960 |
An der geforderten Sprich ij wie ei
Ecke anfangen
Zu den Nachbarecken (" F i) 56 wie Sie es in der Klausur
auf billigste Art mit ,Grips machen sollten!
weiter so -

Weg anmalen, Ecken mit lhrem Abstandswert beschriften
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5,K[Jrzeste-Weg:;e-Bsiume

g Das ist das Routenplaner-

4 k Problem. Es ist schwieriger zu lésen.
2 4 . .
g 2 Dijkstra-Algorithmus.
5 > . . .
;=7 Wir suchen die kiirzesten
> 6' Wege von A aus zu allen
anderen Ecken
\_j/*-'- A Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.

AD B
An der gefortﬁ’erten
Ecke anfangen
Zu den Nachbarecken
auf billigste Art mit ,Grips
weiter so
Weg anmalen, Ecken mit Ihrem Abstandwert beschriften

; | Niederlandischer Mathematiker Edsger Dijkstra, 1960 |

Sprich ij wie ei

Q9
Lassen Sie sich im Folgenden lediglich
auf den Grundgedanken ein.

Klrzeste-Wege-Baume

N 4 Das ist das Routenplaner-
34 22 4 Prﬁ)blem. .
D2, /o . ] Dijkstra-Algorithmus.
E9, F &  Wirnotieren an jeder Ecke
29 7 2l @ Wert und Vorgénger.
1 6 Der Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.
AD Bl, C _ .
Die Nachbarn der aktiven
Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.
Fertige Ecken: A
: . Eine Eck lem Wi
Unfertige Ecken: BL, E9,, D2, | " Steni |
Aktive Ecke wird: B1,
Unbetretene Ecken: CF G H | F
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Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-
Problem.
Dijkstra-Algorithmus.

Wir notieren an jeder Ecke
Wert und Vorgénger.

Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Die Nachbarn der aktiven
Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.

Die aktive Ecke
ist fertig.

Fertige Ecken: Ay BlA, Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet. ]

Unfertige Ecken: E9,, E8g, D2,, C7g, Eine Ezke mit mki?imageLnWen
Aktive Ecke wird: D2, wird neue akiive Beke.

Unbetretene Ecken: FGH | F
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Klrzeste-Wege-Baume

) - Das ist das Routenplaner-
4 Problem.
31 272 "4 . .

D2, /' /s .\ Dijkstra-Algorithmus.

E7p 1 ” Wir notieren an jeder Ecke
2 v, P s Wert und Vorganger.
1 § Jer Wert" einer Ecke ist seine Entfernung von A.
e Die Nachbarn der aktiven
AD By ~'g Ecke kommen zu den

Die aktive Ecke
ist fertig.

Fertige Ecken: AO, BlA, D2Ay Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet. I

Unfertige Ecken: E8g, C7g, E7p, H5p, Eine Ecke mit minimalem Wert
Aktive Ecke wird: H5D wird neue aktive Ecke.
Unbetretene Ecken: F G|
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unfertigen Ecken.




Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-
Problem.

Dijkstra-Algorithmus.

“ Wir notieren an jeder Ecke
Wert und Vorgénger.
Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.
Die Nachbarn der aktiven
- - Ecke kommen zu den
Die aktive Ecke unfertigen Ecken.
ist fertig.

Fertige Ecken: AO, BlA, DZA, H5D Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet. I

Unfertige Ecken: C7g, E7,, E6,, 19,4

Aktive Ecke wird: E6 Eine Ecke mit minimalem Wert
Unbetretene Ecken: HIY: G wird neue aktive Ecke. !
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Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-
Problem.

4 . .
Dijkstra-Algorithmus.

e ®  Wir notieren an jeder Ecke

5 Wert und Vorgénger.

Der Wert" einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Die aktive Ecke
ist fertig.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5,, E6
Unfertige Ecken: C7g, 19,,, I8¢, FllEﬁ Dabei werden ggf. Ecken neu bewertet}

Aktive Ecke wird: CT7g Eine Ecke mit minimalem Wert
Unbetretene Ecken: G wird neue aktive Ecke.
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Die Nachbarn der aktiven
Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.

Klrzeste-Wege-Baume

18 Das ist das Routenplaner-
4 Problem.
Y1272 N Dijkstra-Algorithmus.

S a5+ 1 s  Wirnotieren an jeder Ecke
| I B N A Wert und Vorgénger.
1 § Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.

AD B1, Cig Die aktive Ecke | Die Nachbarn der aktiven
ist fertig. Ecke kommen zu den
unfertigen Ecken.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5, E6,,, C7g
Unfertige Ecken: 18g, F11., F9¢, G13 ¢, |_gg". Ecken neu bewertet. ]

. PR Eine Ecke mit minimalem
Aktive Ecke wird: |8|: Wert wird neue aktive
Unbetretene Ecken: .

s |
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Klrzeste-Wege-Baume

18g Das ist das Routenplaner-
4 Problem.
3f 1 2 . .
D2, Dijkstra-Algorithmus.
5 5 . ) .
1 6y |F9. @1z Wirnotierenan jeder Ecke
2l 9, 5, 4 ' Wertund Vorganger.
1 1 & ,/ Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.
AD Bl Cfg

Die Nachbarn der aktiven
cke kommen zu den
2 unfertigen Ecken.
Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5;, E6,,, C7g, I8¢
Unfertige Ecken: F9¢, G13, G12,, ﬁ ggf. Ecken neu bewertet. ] .

Aktive Ecke wird: F9 - —
Eine Ecke mit minimalem Wert
Unbetretene Ecken: i wird neue aktive Ecke. w
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Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-
Problem.
Dijkstra-Algorithmus.
Mit Wert und Vorganger fur
F jede Ecke haben wir den
gesuchten Baum.

Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Die aktive Ecke
ist fertig.

Fertige Ecken: AQ, B1,, D2,, H5p, E6,,, C7g, 18¢, F9¢, G10.
Unfertige Ecken: GlZ|, GlOF ﬁ gof. Ecken neu bewertet. ]

Aktive Ecke wird: GlOF Die letzte aktive Ecke ist
Unbetretene Ecken: fertig. -
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Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-
Problem.
Dijkstra-Algorithmus.
Mit Wert und Vorganger fur
F jede Ecke haben wir den
gesuchten Baum.

Der ,Wert* einer Ecke ist seine Entfernung von A.

Fertige Ecken: AO, B1,, D2,, H5p, E6,,, C7g, I8¢, F9c, G10¢
Das ist nun ein kirzeste-Wege-Baum.

http://lwww-m9.ma.tum.de/Allgemeines/DijkstraApplet
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Klrzeste-Wege-Baume

Das ist das Routenplaner-

Problem. Es wird geldst vom Dijkstra-Algorithmus.

http://www-m9.ma.tum.de/Allgemeines/DijkstraApplet

ON , Interaktive

, - Version an der
\./‘/ TU Miinchen

sentes | rommt | =] o g | Dies ist Aufgabenblatt 6 bei der TUM
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1. Modellierung des Problems mit Graphen
2.Bewertung des Graphen mit

. Losung des
1.Fahrzeiten oder Kiirzeste-Wege-
2.Fahrkosten Problems

3. Streckenlange.... a8
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Landkarten farben

Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte
Lander verschieden gefarbt
sein sollen?

Modellierung des
Problems mit
Graphen:

39
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Landkarten farben mit Graphentheorie

Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte
Hauptstadte
verschieden gefarbt

sein sollen?
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Landkarten farben mit Graphentheorie

Wie viele Farben braucht
man, wenn benachbarte
Hauptstadte
verschieden gefarbt
sein sollen?
Vier-Farben-Satz
Es reichen immer
vier Farben

Erst 1976 mit
Computereinsatz
bewiesen (Appel, Haken)
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Eckenfarbung von Graphen

Die Ecken sollen so
gefarbt werden, dass
benachbarte Ecken
verschiedene Farben
haben

' Gibt es einen hier
Eulerschen Weg?

Achtung: Der 4-Farbensatz gilt nur fiir Graphen ohne Kantenkreuzungen.
42
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Eckenfarbung von Graphen

Die Ecken sollen so
gefarbt werden, dass
benachbarte Ecken
verschiedene Farben
haben

o)

Eulerschen Weg?
Nein, 3 Ecken mit
ungeradem Grad,
durften héchstens
2 sein.

Achtung: Der 4-Farbensatz gilt nur fur Graphen ohne Kantenkreuzungen.
43
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Uberlappende Handybereiche brauchen verschiedene
Sendefrequenzen. Eine Eckenfarbung des Konflikt-
graphen zeigt, wie man Frequenzen zuordnen kanQ‘.
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Uberlappende Handybereiche brauchen verschiedene
Sendefrequenzen. Eine Eckenfarbung des Konflikt-
graphen zeigt, wie man Frequenzen zuordnen kannA.5
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Konflikt-Graphen

! i lc

L
H A
: Konfliktgraphen
| ‘8

y . 1 -

Pr————f

p €—— < Eibahnstralie]

.=

Eing verkehrsreiche Einmindung 5]
Der Konflikigraph der Einmdndung

Die Verkehrsstrome werden Ecken.
Wenn zwei in Konflikt geraten, werden sie durch eine
Kante verbunden. o
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Konflikt-Graphen

- .I-\:;u-nl'likt;:raphrn ite
7 3
ABCDEF
A X X
B X X X X
C [x x
Adjazenzmatrix D X X
dazu E |¥ % % Der Konflikigraph der Einmindung
F X %

Die Verkehrsstrome werden Ecken. Wenn zwei in Konflikt geraten,
werden sie durch eine Kante verbunden.

Eine zulassige Eckenfarbung des Graphen zeigt: Verkehrsstrome mit der
gleichen Farbe diirfen gleichzeitig ,Griin“ an ihrer Ampel haben.

Mehr dazu im Buch Nitzsche: Graphentheorie, tw.moodle Kap 11 "
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Graphentheorie in Blichern

ies kicken Blick ins Buch!

Kombinatorische Optimierung
erleben:

Im Studium und Unterricht
Stephan HuBmann (Autor),
Brigitte Lutz-Westphal (Autor)

i ins ik

E‘ w Manfred Nitzsche
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