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Der Modellierungskreislauf

Ein erfundenes Beispiel:

16 Uhr Unfall mit Fahrerflucht in Hann. Minden
Ein Zeuge glaubt einen Transporter mit reichlich
Werbeschrift gesehen zu haben.

Lo ;
.

als L"'tqtll"l Sehlachlima@Emienaschen de:~'||1
Der Besitzer behauptet er sei um 16 Uhr gar nicht in

Hann.MlUnden gewesen.

2
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. Y 100 ety

Der Fahrtenschreiber zeigt: Reale Situation

70
0.0 0.2 0.4 0.6
X

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

3
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. Y 100

Reale Situation

50
&l
7o
0.0 0.2 0.4 0.6
X

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

Der Fahrtenschreiber zeigt:

mathematisches Modell

Flache unter der Modellkurve gesucht.

4
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,

80 km entrernt. o Reale Situation

Der Fahrtenschreiber zeigt: = /

70

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

mathematisches Modell
‘Flache unter der Modellkurve gesucht.

0.75
mathematische Losungsidee S = I V(t) d (
0 :
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. Y 100

G0

Reale Situation
Der Fahrtenschreiber zeigt: = /

70

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

mathematisches Modell
‘Flache unter der Modellkurve gesucht.

mathematische Losungsidee

0.75
S = j V(t) dt mathematische Antwort S =60 km

N 6
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Der Modellierungskreislauf

Um 15 Uhr war er nachweislich noch in Bodenwerder,
80 km entfernt. Y 100

G0

_ _ Reale Situation
Der Fahrtenschreiber zeigt: = /

70

Lange der gefahrenen Strecke ist gesucht.

mathematisches Modell s LERR R
‘Flache unter der Modellkurve gesucht.

mathematische Losungsidee

0.75
S = j V(t) dt mathematische Antwort S =60 km

0 7
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Funktionen werden zum
Werkzeug

Man erhalt Antworten beim

Blick auf ,das Ganze" mit dem Integral

integer (lat.)= ganz

pane integrale (it.) = Vollkornbot j f (X)d X

Funktionen beschreiben
Zusammenhange

\ Man erhalt punktuelle Antworten

mit dem Differential
ay

df, —, f'(x)
d X o
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Das Integral
j f (X)d X Man erhalt Antworten beim

Blick auf ,das Ganze" mit dem Integral

integer (lat.)= ganz

jb f (X)d X pane integrale (it.) = Vollkornbot
d

9
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Das Riemannsc

1 N1 1 1 1WA

(
D
D

eqr
~J'

Abi 1846

b ernhard Riemann
ja f (X)d X Bernhard R

Johanneum Lineburg
Originaltext aus ,Gesammelte Werke*

Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals mnd den Umfang
geiner Griiltigkeit,

4.

Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, néthigt uns,
Einiges voranfzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals
und den Umfang seiner Giiltigkeit.

b
Also zuerst: Was hat man unter ‘/ f(z) dx zu verstehen?

10
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y 4

f (x)d x RIiemannsches Integral

a
E__
.t
4__
Bernhard Riemann
E__
Abi 1846
D__/ S Johanneum Luneburg
X
2L

o
L]
Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat‘] f () dx keine Bedeutung.
7
i \
. = a
o t&rl“ ‘C N . Originaltext aus ,Gesammelte Werke*
, bei jeder Zerlegung denselben Grenzwert zu haben,
11
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Das Integral als verallgemeinertes Produkt

V konstant S=V-1 V= V(t) variabel
Geschwindigkeit Weg Zeit b
S = j V(t) dt

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....12
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Das Integral als verallgemeinertes Produkt

V konstant S=V-1 V= V(t) variabel
Geschwindigkeit Weg Zeit b
S = j V(t) dt

F wonstant W = F -S F — F(S)

Kraft Arbeit Weg b
W = ja F(s)ds

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....13

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Lineburg, 2015 http://www.leuphana.de/matheomnibus




Das Integral als verallgemeinertes Produkt
V' konstant S=V-1 V= V(t) variabel

= j:v(t) dt
F wonstant W = F -S F — F(S)

Kraft Arbeit Weg b
Energie W = Ia F(s)ds
R konstant |J =R .| R— R(l) variabel
Widerstand Spannung  Stromstarke U _ J‘b R(I) d I
d

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....14

Geschwindigkeit Weg Zeit
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert

Lufttemperatur

Lufttenperatur

r Mitteltemperatur r Standard
24 T T T T T T T 22 X H H 4
3 | | : s : s 0
S22 ; ; ; : : : 2
3 : F : ; : i
é 18 18 |=eeevvenees
&
3
L
| 4
)
14
&
02.04.2009  03.04.2009 04.04.2009 05.04.2009 06.04.2000  07.04.200  08.04.2008 09.04.2009  10.04.20 & [N
00100 00:00 00100 00100 00100 00:00 00100 003100 003100
Datum/Zeit (MEZ)

10
Aktualisiert um 15:51 Uhr . 09.04.2009

8

08.04.2009  48.04.2008  08.04.2009  08.04.2009  09.04.2000  [9.04.2008  09.04.2(
W e tt e r 00200 06:00 12:00 18100 00200 06200 12100
-2 |0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 3P 30 32 34 SGI

Mathematik sehen
und verstehen

Schliissel zur Welt

Trittel =% (T7 +T1a +2-Tog

Integral fur Mittelwert und Bilanzen.... y
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Das

Integral flr den

verallgemelnerten Mlttelwert

r Mittelte rnp ratur
22 T

Lufttemperatur

PR IR
2]
2 18
[

e
S5

Ist die Modellierung der

. 5
TFgETTE
5 .

I :
E 12 |- e - .

10

Metereologen

3 i i
08.04,2009 43.04,2009 08.04,2009
00300 06:00 12:00

T2 |0'2 6 & 10 12 14

08.04,2009 09,04,2009
18100 003100

16 18 20 22 24 26

9.04.,2009 09,04,2¢
06100 12:00

4 30 32 34 36

Thittel = (T7 +T14+2-Tp)

Flachenbilanz=0

Integral fur Mittelwert und Bilanzen....
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Das Integral fur den
verallgemeinerten Mittelwert

Tmlttel

: f
7 r Mitteltemperatur WRVNInE ~ Standard
;‘ : § E Bilanz = 0 _
20 mrreresavendionse rrrrrrrrrrrrrrrrr ''''''''''''''' P rrrrrrrrrrr -Stafdard-ooeoebes
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T . ! P J Terhperatur g
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S 45 |- 1 S bbbl o . @rossestanssasasans .:.14;2.1?:....,’ﬁ_ﬁ.,.“',..
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- Lufttemperatur
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A
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Flachenbilanz=0

Integral fur Mittelwert und Bilanzen....
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Das Integral flr den
verallgemeinerten Mittelwert

Y
Mittelwert
der Funktiorleg/w'ért? e i
28
J(x)dx = Rechteck
i = 24 mal Mittelwert
LIN
o Mitteltemperatur ~ Lufttesperatur . ¥ ¥ Ll ¥ Ll Ll L L L ¥ L T T ra
i v = e 12 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 30 3
O 4 & Uhr
s ’ : (I
Rn. Tear GRan made wEae phee 2 b J— a a

Integral fur 3D-Flachen, Volumen, Schwerpunkt, Bilanzen....18
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Eigenschaften des Integrals
'j: f (x)d x

Intervall [A,B]

Lo—\l\_)w-h(.hc)

0
1]
2|
3]
4

I

Sind die Werte von f im ganzen Intervall negativ, O

dann ist auch das Integral negativ.
19
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Elgenschaften des Integrals

j f (x)d X - A
_ Intervall [A,B] 1/?\\/

Das Integral ist eine Flachenbilanz mit negativen
und positiven Flachen.

Lo—\l\_)w-h(.hc)

0 a=-16
_. T
-2 0N 2 3 4 151 f6
A 1]
2]
L3
4 |
!
Sind die Werte von f im ganzen Intervall negativ, O

dann ist auch das Integral negativ.
20
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Elgenschaften des Integrals

I f (x)d X : A
% Intervall [A,B] EYrT A

Das Integral ist eine Flachenbilanz mit negativen

und positiven Flachen. ,

0 a=-16
?2 Y [ON1. 2. 3 4. 5! [6 \
A Beim Vertauschen der Grenzen
2] andert sich das Vorzeichen
P des Integrals
4 |
I e —@
: : _ _ 2.3, 4.5 6
Sind die Werte von f im ganzen Intervall negativ, Barddt

dann ist auch das Integral negativ.
21
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Ubungen zum Integral [
b IO/\ X
_[a f (x)d x

10 1
Intervall [A,B]

%% 48 420 +24

mogliche Werte

[
[N IEE N (s BRI 6 BT % B S N

M = O = N W RN

N :
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Ubungen Zum Integral <
iz +8,+20,+ 24

mogliche Werte

ti%

1

0

-3-2\,0/1 213 4.5
g
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| ‘Z(/
_'_:0'1'2'3'4'56 k q
2. 352 S 1.2 3 '4A5
® >
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funktio

O Die | unk
F(x,a) = j:f(t) dt

~—t

anral
Vﬂl WAl

,reppich-Abroll-Funktion®

Ordinate von P zeigt die abgerollte Flache an. .
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©
-,
D
cs:

WAl TINGINY

F(x,a) = ;(f(t)dt

Der Zuwachs der
Integralfunktion

hangt nur vom

Zuwachs der Flache ab.
Also sind die verschiedenen
Integralfunktionen an jeder

Stelle x gleich steil.

(x ist hier die Stelle von B)

26
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/’

Alle Integralfunktionen

haben dieselbe Form.

An den Extremstellen

von F hat f eine Nullstelle.

—&_An der Sattelstelle von F

X

hat f eine Beruhr-Nullstelle.

\
Wo F eine Wendestelle hat, hat f eine Extremstelle.

27

Prof. Dr. Dorte Haftendorn, Leuphana Universitat Luneburg, 2015 http://www.leuphana.de/matheomnibus




D, Nochmal die
Teppichabrollfunktion

y ] :
// \ // Z/:%/—
Al i | fol il
?-1/%/“/4/” .,,_/__\% NELTY/ 270
R / N = "1 1. i ‘L gmﬂ
f ab j bis. | _.
Romd dp — FIX) ) At Sule o dif
Teppidhs ‘ ) Lomn %Z;g )
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die Intergralfunktion F von f
=, Teppichabrollfunktion®

/-l'-

-u-"",'

X 4{ AN

- ——

/| / |

+ + \ + +— — 4t =

-2 - 1 ‘f 4 g
5 |

/

o

+ + -

T

-2 - / z K 4 c [:
=2 I

£ ok M&'Lw?,
F
kOLMOM—& 2
ﬁ a,é Ra/nal/%
fir dom.

D«xﬁ*;y/rréﬂm Tepprd
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Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

f(x)=F'(x)

d. h. Alle Integralfunktionen F zu f mit beliebigem Start

haben ihr f auch als Ableitung. Sie heil3en daher auch

Stammfunktionen” von f,

blaw

sie unterscheiden sich nur um eine

additive Konstante c¢. Man schreibt:

Flx)= J#0)he +C )
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Optimierung als Ziel

2-Liter-Pokal Silberverbrauch

31
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[V IA

Optimierung als Ziel

Wirtschaftsfunktionen
O ‘y Kostenfunktion, ziehe an den Punkter

3] D
stueckk
5 - Kosten
21
. -Kf
n stueckkv G
PLCL i
o] T~—fe—"iPug; O x
0 05 1 15 2 25 3BIVI3'5 4 45 5 55 6 6.5
1 OKv BO wBM »wBO... Haos )
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Wasser in der Muhle Q

]

YN
-

(]

.

A Ix, = 2.
AN R ks W }hif

42 0 -8 -5 4
M

1
[0

Dachradius = 6 1.

-
-

Im kegelformigen Dach einer Muhle soll ein zylindrischer
Wasserbehalter mit moglichst grof3em Volumen eingebaut
werden.
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der Muhle

14 ‘ 1/10 des Volumens wird dargestellt

2. 8.03)

h=4.98 G
Ein Zylinder mi

4 m Radius Is
optimal

|
|
|
|
|
|
A o X, _2% |
. o é o . Qg@ﬁe-léu-me—>
-12 -10 -8 -6 0O X4 2 4 5 10
M Dachradius = 6

-2
Ha 1996 / 2005
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Funktionen Optimum 3 D ¢
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